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de Dynkin ainsi que deux résultats concernant les graphes A, et D,. Il est
prouvé que le groupe de Weyl associé au graphe A,, est isomorphe au groupe
des permutations S, +1 de n 4 1 éléments et que le groupe de Weyl associé au
graphe D, est isomorphe au produit semi-direct de S,, par Zg_l.
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1. INTRODUCTION

Les diagrammes de Dynkin jouent un roéle important dans plusieurs branches des
mathématiques, comme la théorie des groupes de réflexions, la théorie des groupes
et des algebres de Lie et la théorie des représentations des algebres. Dans ce dernier
domaine, le célebre théoréme de Gabriel dit qu’une algebre héréditaire (sur un corps
algébriquement clos) est de représentation finie si et seulement si le graphe sous-
jacent au carquois de 'algebre est un des diagrammes de Dynkin A,,, D,,, Eg, E7
et Eg. En outre, les classes d’isomorphismes de modules indécomposables sur telle
algebre sont en bijection avec les racines positives de la forme quadratique associée
au diagramme. Or, un algorithme bien connu (voir [1]) permet de calculer toutes
les racines a partir de certaines d’entre elles au moyen de 'action d’un groupe,
le groupe de Weyl du diagramme. Il est connu (voir [1]) que les groupes de Weyl
associés aux diagrammes de Dynkin sont des groupes finis. Dans ce rapport, nous
démontrons le théoreme suivant.

Théoréme 1.1. (a) Le groupe de Weyl correspondant au diagramme de Dynkin
A, est le groupe symétrique Sy41.-
(b) Le groupe de Weyl correspondant au diagramme de Dynkin D, est le produit
semi-direct Zy ™' x'S,,.

Ce résultat est bien connu (voir, par exemple, [3]). Notre démonstration est
toutefois originale.

Ce rapport est organisé comme suit. Apreés une section préliminaire, consacrée
au rappel des notions et résultats nécessaires a notre preuve, notre section 3 est
consacrée a I’étude des relations entre les réflexions, lesquelles relations conduisent
directement & la preuve de notre théoreme dans le cas A,,. Enfin, la derniére section
est consacrée au cas D,,.

2. FORMES QUADRATIQUES ET GRAPHES DE DYNKIN

Dans cette section d’introduction, nous présentons les notions et résultats utiles
& la compréhension du probléeme et & sa résolution. Aucune démonstration de ces
résultats ne sera effectuée, puisqu’ils ne servent qu’a comprendre le contexte du
probleme. Les démonstrations des résultats de cette section se retrouvent, par
exemple, dans le livre Elements of the representation theory of associative algebras
([1], Chapitre VII Sections 2 & 4).

Définition 2.1. Une forme quadratique entiére est une fonction ¢ : Z"™ — Z définie

pour z = (z1,2,...,%,) par une expression de la forme
n
— 2 s O Gii E T,
glz) =) i+ ) ajzx; ol a;j € Z.
i=1 i<j

Définition 2.2. Soient z,y € Z". On définit la forme bilinéaire symétrique (z,y)

associée a q par :
n
1
(z,y) = szyz + 5 Zaijxiyj
i=1 i,j

Voici quelques propriétés de cette forme bilinéaire qui seront utiles par la suite.
Ces propriétés découlent directement de la définition. Notons que, pour tout le reste
du document, e; représentera le i-eme vecteur de la base canonique de Z™.

2



Lemme 2.3. Soient x,y € Z"™ et (x,y) la forme bilinéaire définie ci-dessus. Alors
on a les propriétés suivantes :

1) (z,y) = (y,2),

(2) (az+by,z) = a(z,y) + b(y, 2),

(3) 2(ei,ej) = asj, pouri#j oui,je{l,2,..,n},

(4) (es,e;) =1, pour tout i € {1,2,. },

(5) qlz+y) =gz )+(1(y)+2(9:,y)- O

Définition 2.4. Soit ¢ une forme quadratique entiere. Un vecteur x € Z" est racine
de ¢ siq(x) = 1.
Définition 2.5. On définit la réflexion s; : Z" — Z™ par s;(z) = x — 2(x, e;)e;.

Cette réflexion possede elle aussi certaines propriétés qui seront utiles, et qui
sont des conséquences directes de la définition.

Lemme 2.6. Soit s; la réflexion définie ci-dessus. On a les propriétés suivantes :
(1) si(es) = —e,
(2) si
(3) s; est un automorphisme de Z",
(4)

si(x) = x pour tout x € Z™,

stz est une racine d’une forme quadratique entiére g, alors s;(x) est aussi
une racine de q. O

Définition 2.7. Soit ¢ une forme quadratique entiére. Le sous-groupe de Aut(Z")
engendré par les s; est le groupe de Weyl de q.

Définition 2.8. Un carquois est un quadruplet Q = (Qo, @1, s,b) ol Qo est un
ensemble de points, @1 est un ensemble de fleches reliant ces points, s : Q1 — Qg est
une fonction qui associe a chaque fleche sa source et b: Q1 — Qo est une fonction
qui associe a chaque fleche son but.

Définition 2.9. Soit @ un carquois fini, connexe et acyclique (c¢’est-a-dire qui ne
possede pas de cycles orientés). La forme de Tits de Q est :

= Z 3012 - Z Ts(a)Tb(a)

1€Qo a€Q1

pour x € Z".

Remarque 2.10. Il est a noter que la forme de Tits d’un carquois est une forme
quadratique entiere au sens de la définition 2.1.

Voici les graphes sur lesquels portent le projet de recherche effectué. On les
appelle graphes de Dynkin.

1 2 3 n

A, = 60——0——0——:++ —0
1
o

\3 4 n

D, = o—o—— —o0



1 2 3 5 6
E6 = 0——0——0——0——0
4
o
1 2 ‘ 3 5 6 7
E7 - 0—0——0——0——0——0
4
o
1 2 ‘ 3 5 6 7 8
Eg = 0o—0——0——0——0——0——0

Remarque 2.11. Soit @ un carquois. Le groupe de Weyl de ¢g est noté W (Q)). En
effet, il est facile de voir que la forme quadratique ¢g ne dépend que du graphe
sous-jacent @ de @, et non de 'orientation du carquois.

Lemme 2.12. Soit ) un carquois. On a

B xr 5, sik#i
Sz(x)k - { —T; + Zj—'i $j s S k‘:Z
ot la somme porte sur les points j voisins de i. ([l

Théoréme 2.13. Soit Q un carquois dont le graphe sous-jacent @ est de Dynkin.

Alors W(Q) est un groupe fini. O

Munis de ces définitions et de ces résultats, nous sommes maintenant en mesure
d’énoncer le probleme. Il consiste a calculer les groupes de Weyl pour les graphes
de Dynkin A, et D,,.

3. PRESENTATION DE S,, ET GROUPE DE WEYL

Lemme 3.1. Soient Q un carquois et W(Q) le groupe de Weyl qui lui est associé.

Sotent i et j deux points distincts de Q et s;, s; les réflexions de W (Q) associées a i

et j respectivement. Soit ¢ Uidentité sur W(Q). On a les deux propriétés swivantes :
(1) (sisj)* =€ si et seulement si aucune fleche ne relie les points i et j
(2) (sisj)® =€ si et seulement si une et une seule fleche relie les points i et j

DEMONSTRATION
Avant de débuter, notons « le nombre de fleches reliant les points ¢ et j. Comme

7/#.]7 on a que (ei,ej) = (ejaei) — %

(1) 1l est clair que (s;s;)? = ¢ si et seulement si s;s; = s;s;, ou encore si et
seulement si s;5;(x) = sjs;(z) pour tout z € Z". En développant des deux cotés,
on obtient :

x—2(x,e5)e; — 2(x,ei)e; +4(z,ej)(ej, e;)e;
=z —2(z,e5)e; — 2(x —2(x, e5)e;, e;)e;
x—2(z,e)e; — 2(x — 2(x, e;)e4, €5)e;
=z —2(z,e)e; —2(x,e5)e; +4(x,e)(es, €5)e;
En simplifiant, cela se ramene & 'égalité 4(z,e;)(ej,ei)e; = 4(z,e;)(ei,ej)e;
pour tout € Z". Ainsi, notre énoncé est valide si et seulement si 2a(x, e;)e; =
4



2a(z, e;)e;. Comme e; et e; sont linéairement indépendants, c’est le cas si et seule-
ment si les points ¢ et j ne sont pas voisins, c¢’est-a-dire si aucune fleche ne relie les
points ¢ et j.

(2) De la méme manitre, on a que (s;5;)% = ¢ si et seulement si s;5;5; = 55,5,
et ce si et seulement si s;5;5;(z) = s;j8;5;(x) pour tout x € Z". En développant, on
obtient ensuite que

x—2(z,e5)e; +4(x,e) (e, e5)e; +4(x,ej)(ej,e)e; — 8(x,e;)(ei, e5) (e, €5)e;
= o —2(x,e)e; +4(x,e5)(e5,ei)e; +4(x, e5)(ei, e5)e; — 8(z,e5)(ej, ) (es, e5)e;
pour tout x € Z", ce qui donne apres simplifications
—2(z,ej)ej; — 20%(z,e5)e; = —2(x, e;)e; — 20°(x, e;)e;

et cette égalité est valide si et seulement si (2 — 2a2)(z,e;)e; = 0 et (2 —
2a?)(x, ej)e; = 0 pour tout z € Z" car e; et e; sont linéairement indépendants. On
voit bien que c’est le cas si et seulement si (2 — 2a?) = 0 et donc si et seulement
si a € {1, —1}. Cependant, comme le nombre de fleches entre deux points ne peut
étre négatif, on en conclut que la premiere égalité est vraie si et seulement si une

et une seule fleche relie les points i et j. O
Lemme 3.2. Soit G un groupe engendré par n éléments {x1,xa,...,x,}. Alors G
est isomorphe & un quotient de S, 11 si les x; vérifient les conditions suivantes :
(1) 22 =¢, aveci=1,2,...,n;
(2) (wixip1)® =e,aveci=1,2,...,n—1;

(3) (miw;)> =, aveci#j+1,j#i+1eti,j=12,...,n.

DEMONSTRATION Soient F' le groupe libre engendré par les n éléments x1, xa, ...,
Ty, et N le plus petit sous-groupe distingué de F' contenant les éléments suivants :

(1) 22, aveci=1,2,...,n;
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(2) (wxip1)daveci=1,2,...,n—1;
(3) (wiwj)*, aveci#j+1,j#i+1leti,j=1,2,...,n.
On sait(voir [4], page 62) que F et N constituent une présentation de S, 1, c’est-a-
dire que F/N = S,,4+1. De plus, on sait que G est engendré par n éléments. Il existe
donc un sous-groupe distingué M de F tel que G est isomorphe & F/M.

En vertu de 'hypothése sur G, N est inclus dans M. Comme M et N sont tous
deux distingués dans F', il s’ensuit que N est distingué dans M et que le quotient
M/N existe et est distingué dans F/N. De plus, le quotient de F//N par M/N est
isomorphe & F/M.

Le lemme découle du fait que F/N =S, et que F/M = G. Autrement dit, G
est le quotient de S,,+1 par M/N. O

Corollaire 3.3. Le groupe de Weyl W (A,,) est isomorphe & un quotient du groupe
Sp1-
DEMONSTRATION On sait que W(A,,) est engendré par n éléments. Le corollaire

découle directement du lemme 3.2. Les hypotheses du lemme sont assurées par les
lemmes 2.6 et 3.1. (]



Lemme 3.4. Soient Sa,, Sass Sags -+ Sa,, des réflexions de W(Q). S’il existe k €
{1,2,3,...,m} tel que pour tout j € {1,2,3,...,m}, k # j implique ar, # a;, alors
Sa;Say -+ - Say, 7 E-

DEMONSTRATION Posons S = {si, s2,...,5,} I'ensemble des n réflexions qui en-

gendrent W (Q) et considérons le produit o = 54, 54,...54;--54,, Ol M est un entier,
5q; € S pour tout ¢ € {1,2,...,m} et s4; est une réflexion n’apparaissant qu’une
seule fois dans l’expression.

On veut montrer que a # €. Pour cela, il suffit de trouver un élément de Z",
. . - o
disons z, tel que a(x) # x. Choisissons x = sq,, ... 5a;,,54,,, (€q;). La j¢ coor-
donnée de x est alors nécessairement égale a 1, puisque les sq,_ 1, 84,55+ Sa,, SO0t
tous différents de s,;. On a alors
a(r) = Sa,5ay -+ 5a; - - - Sap, (T)
= Sa,5ay - - - Sa;(€a;)
= S4;5ay -+ 5a;_,(—€a;)

Puisque s4,, Say; - - -5 Sa,_, sont tous différents de s,,, aucun de ceux-ci ne modifiera
la j¢ coordonnée qui est alors -1. Ainsi, a(x) # z, ce qui implique que a #e. O

Considérons les éléments suivants de W(A,,) :

Y11 Y2.by - - - Ynoby,, OU 0 < b; <4, pour tout ¢ € {1,...,n}
et
Yip = { 5iSi—1...8p, » bi #0,
2,05 — —

Lemme 3.5. Soient g = Y1,5,Y2,b0 ---Ynb, €6 N = Y1,c;¥2,c0 - - Unyen- Ol existe
i€{1,2,...,n} tel que b; # ¢;, alors g # h.

DEMONSTRATION Soient ¢ = y1.4,Y2,bs - - - Yn,by, €6 B = Y1.c,Y2.c5 - - - Yn,e,, tels que
g=nh.Ona

Y1,6:Y2,b5 -+ - Ynb, = Yl,e1Y2,c0 -+ - Ynyen

. . -1 -1, -1 _
si et seulement si Y15, Y2,5, o YnbaYnen  Y2.6.Y1,6; = €
e . oo .
Supposons qu'il existe j € {1,...,n} tel que b; # ¢; et soit i = max{j | b; # ¢;}
1 -1 -1, -1 _
alors Y16, Y265 -+ - YibiYic, -+ Y2,60Y1,c, = €
P — -1 _ o 6. ) )
0SONS 2 = Yi b, Y; o, = SiSi—1---Sb;Sc; - - - Si—1Si-
Supposons ¢; < b;. Si ¢; < b; — 1, alors le lemme 3.1 indique que s;s., = 5,5,
pour tout n > j > b;. Donc, ¥;.4,5¢; = Sc; ¥i,p,- Dans ce cas, on ne considere plus le
terme s, et z devient y; p,y; 011 +1- On peut donc supposer, sans perte de généralité,

que ¢; = b; — 1. Alors, en vertu du lemme 3.1,
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Z = 5;8;—1+--5b;Sb;—15b; - - - Si—15;
= S5iSi—1---Sb;—15b;Sb;—1---5i—15¢
= Sp;—15iSi—1+--Sb;+15b;Sb;+1 - - - S§—15i{Sp; —1-
On peut répéter ce processus jusqu’a ce que
Z = Sp;—1---5i—-25i5i—-15i5i—2 .- Sph;—1

= Sp;—1---5i—-259;—-15;5i{—15;—2 .- Sp;—1-

I existe donc un seul s; dans z et il n’existe aucun s; dans les autres yip, €t Yr,c,

—1 1,1 :
donc Y16, Y2,by - - - YnobnYner - - Y2.0,Y1.0, 7 € (en vertu du lemme 3.4), ce qui est
une contradiction.

Donc, b; = ¢;, pour tout i € {1,...,n}

Par conséquent, deux éléments écrits sous la forme y1 4, ... Ynp, € Yie, -+ Yn,c,
sont différents si un des indices by est différent de ¢;. O

4. GROUPE DE WEYL ASSOCIE A A,
Nous sommes maintenant en mesure de calculer W(A,,).
Théoréme 4.1. W(A,,) est isomorphe au groupe symétrique S, 1.

DEMONSTRATION En vertu du corollaire 3.3 le groupe W(A,,) est isomorphe & un
quotient de S, ;. Or, le lemme 3.5 stipule que deux éléments g = y1,p,Y2,65 - Yn,b,
et h = Y1,c,Y2,¢0 - Yn,e, sont différents si au moins un des indices b; est différent
de ¢;. En remarquant qu’il existe exactement (n 4 1)! éléments distincts pouvant
s’écrire sous cette forme, on déduit que W(A,,) contient au moins (n+ 1)! éléments,
et donc qu’il est isomorphe au groupe S, 41 lui-méme. O

5. GROUPE DE WEYL ASSOCIE A D,

Soit G le sous-groupe de W(DD,,) engendré par les s;, ou 7 varie entre 2 et n et
ou la numérotation de D,, définie en introduction est utilisée.

Lemme 5.1. Le groupe G est isomorphe a S,,.

DEMONSTRATION Selon le Lemme 3.1, on a que
(sisj)2 = elorsque 2 <i,j <met |i—j| > 2,
(5i8i41)° = elorsque 2 <i<n-—1,
2

s; = € lorsque 2 <4 <n.

En vertu du lemme 3.2, G est isomorphe a un groupe quotient de S,,. Or, en vertu
du lemme 3.5 et d’un raisonnement identique a celui utilisé dans la démonstration
du théoreme 4.1, G a au moins n! éléments. Donc, G = S,, ([

k
On définit p, = { ITi-
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Par exemple, ps = 535455 et pﬁ_1 = 8558483 Soit H le sous-groupe de W(ID,,)
engendré par les éléments p;18182pk, ou k varie de 2 a n.

Lemme 5.2. Les générateurs de H sont d’ordre 2.

DEMONSTRATION Soit p,;lslsgpk ou 2 < k < n. On obtient aisément que

-1
Dy, S1528152Pk

-1 -1
= Dy S1818282Pk = Py, Pk = &,

(p;;18182pk)(p;15152pk)

Lemme 5.3. H est un groupe abélien.

DEMONSTRATION 11 suffit de montrer que deux générateurs de H commutent.
D’abord, on montre 1’égalité suivante
(1) (p,?lslsgpk)sl = 32(p;18182pk) ol 3<k<n.

En effet,

k
-1 -1
(pk 5182Dk)S1 = P 81528381 Si
i=4

k
_ -1
= Pi S25153S51 S5
i=4
k
_ -1
= DPj 52535183 Sq
i=4

k
(H 5i) 53525351k
i=4

k
(T 5 "s2s3s2s1p%
=4

k
= so(] ] 5:) " sas2s1pn
=4

= s2(py; ' s152P%)-
De plus, en calculant les inverses des deux termes de (1), on obtient
(2) S1(p;:1515217k> = (P;;15152pk)52 ou3 <k<n.

De (1) et (2), on tire que ’élément p;15132p2 = 5159 commute avec tous les autres
générateurs de H, car

-1 -1 -1 -1
Pr S152PkS182 = S2Py,  S1S2PkS2 = S251P),  S1S2Pk = S152P),  S152Pk-
Montrons maintenant ’égalité suivante

(3) (p,?lslsgpk)si = si(pglslsgpk) ou3d3<i<k<n.
8



En effet,
i—1 k
Dy S182Pk)Si = Dy, S182 Sj)SiSi+18i 8;
(e ) Ls18a( ) ( )
Jj=3 J=it+2
i1 k
= pi siso([ [ si)sipasisia( ] s5)
j=3 j=it2
Py, ' Sit18182Dk
k i-1
= ( H Sj)_13i+13i5i+1(H s7) " s180pk
j=it2 =3
k i—1
= (II s "sisenis(L s srs0mn
j=3

j=i+2

k 1—1
si( H Sj)713i+18i(H s;7) " s182py,
j=3

j=i+2

= si(py 's152pk).

Soient p;lsngpk et pl_lslsgpl deux générateurs de H tels que 3 < [ < k < n.
On peut utiliser (3) successivement de méme que (1) et (2) pour montrer qu’ils
commutent :

(pr, 's1s2pk) (py Ps1sapr) = py (g ' s152pk)S152p1
= pl_152(p;18182pk)82p1
= p; "s2s1(py s1820k )P0
= p; "sosipu(py, ' s152pk)

(p; " s15200) (P " s182Dk),

car tous les s; qui composent p; sont tels que 3 < i < k. ([

Corollaire 5.4. Les éléments de H s’écrivent sous la forme
n

H(leslszpk)ﬁ"’ ot B; € {0, 1}.
k=2

Corollaire 5.5. Il existe un homomorphisme surjectif f : Z;_l — H.

DEMONSTRATION Soit la fonction f : Z5~' — H définie par by +— pj, 's152pk, ol
2 < k < n et by est le vecteur de Zg_l ayant un 1 en position k — 1 et des 0 partout
ailleurs. Soit f : ngl — H T’homomorphisme induit par f. Cet homomorphisme
est surjectif en conséquence du Corollaire 5.4. O

Les prochaines démonstrations utiliseront le calcul des images des e; par les
générateurs de H. Voici le résultat de ces calculs.

Lemme 5.6. L’image de l’élément e; par les générateurs de H est donnée par les
formules suivantes ot k > 3.



—e; , i=1
_ —eqy , 1 =2
“ s82(es) = e1t+e+es , i=3
€ i_4
€2 , 1=1
e , 1=2
" i, 3<i<k
5 1 i) = 61 ’ T =
(5) by 5182k (€:) —(e1+ea+2(es+ ... +er_1)tex) , i=k
e1t+ex+2(es+ ... +ep)tepr , i=k+1
e , 1>2k+2

DEMONSTRATION La formule (4) est facile & prouver, de méme que les formules (6)
et (7) suivantes ol k > 3.

e1 + e3 1=1

€2 + €3 =2
€it1 3§Z<k

6 ) = o

(6) Prei) —(es+es+ ... +ex—1+eg) , i=k
est+es+ ... tep+tept i=k+1
€; 1> k+2

e1t+tes+es+ ... +ep_1+e; , 1=1

est+es+es+ ... +ep_1+te , 1 =2

-1 N o 7(634’644’ +€k_1+€k) s Z:3
(7) Py (e) = eis1 , 4<i<k
ek t+ept1 , t=k+1
e , 1>k+2

Calculons maintenant les images des e; par p;18182pk pour toutes les valeurs de 7.
Cela justifiera ’équation (5).

py, 's1sapr(er) = py, 'sisa(er +es)
= P;1(8182(61) + 8182(63))
= p; ' ((—e1) + (e1 + €2 +e3))
= pi ' (e2+e3)
= ey

= p;, 's1s2(ea + €3)
= p;l(slsg(eg) + 8182(83))
= py ((—e2) + (e1 + e2 +e3))

= p; (e +es)
pry 61

10;;18182171@(62)
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Si3<i<k, alors
Py ' s1sapk(ed) = pplsisa(eisn)

= pil(em)
= €;.

pglslszpk(ek) = p;15182(7(63+64+ +ek_1+ek))

= —p;1(5182(63)+8182(64+ o Fepo1ter))

= —p; ' ((e1+ex+e3) + (ea+ ... +ep_1+ex))

= —p;1(61+62+ o tep—1+ex)

= —(p; ' (e1) +p; " (e2) + 1y ' (e3 + .. +en1+ex))
—((e1+es+ ... +ex)+(eates+ ... +ep)+(—exr))
= —(e1+ex+2(ez+ ... +ep_1)+ex)

p;15152(63+e4+ vo tep+epst)

- p;1(8182(63)+8182(64+ o tentergr))

= pt((er +ex+es)+(eat oo +ep+entn))

= p;1(61—|—62—|— o tep+eprr)

= py (er) + 15 (e2) + o (es + oo Fen +epn)

= (e1+es+ ... +ep)+(eates+ ... +ex)+ (exs1)
= e1t+e+2(es+ ... +ex)+ert

Py, "s150pk (€r11)

Sii > k+ 2, alors
Py s1sapr(es) = pysisa(e;)
= p;, ()
= €;.

Lemme 5.7. Les générateurs de H sont indépendants.

DEMONSTRATION Supposons le contraire, c¢’est-a-dire qu’il existe un générateur de
H qui peut étre exprimé en fonction des autres. Il existe donc une égalité
n
€= H(P;lelszpk)ﬁk, Br € {0,1}
k=2

ou les i sont non tous nuls. On choisit m comme étant le plus grand indice tel que
Bm =1.Sim =2, alors € = pglslsgpg = 5182 et §1 = S5 ce qui est impossible. Si
m > 3, on écrit la derniere égalité de la fagon suivante

m—2
(8) P 5152Pm = (0,1 5182Pm—1)"" " [ ] (0 *s152p1) %

k=2
et on considere I’élément e,,. D’apres (5), 'image de e, par p,,'s1s2pm est — (e +
es +2(es+ ... +em_1)+en). Or, H;n=;2(p;13132pk)5k fixe e,,, comme l'implique
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(5). Donc, By_1 # 0. Or, d’apres (5), 'image de e,, par p,.' |5152pm_1 est e; +
ea+2(es+ ... +em—1)+en,. Ainsi, 'image de e, par les deux membres de I’égalité
(8) est différente. Donc, cette égalité ne peut étre vérifiée et on conclut que les
générateurs de H sont indépendants. ([l

Corollaire 5.8. La cardinalité de H est égale ¢ 2" 1.

DEMONSTRATION 11 existe 27! éléments de la forme [} _,(p;, "s152p%)% (ot By
prend les valeurs 0 ou 1) et tous les éléments de H s’écrivent sous cette forme,
comme le stipule le corollaire 5.4. Dot |H| < 2”71, De plus, le lemme 5.7 nous
indique que les générateurs de H sont indépendants. Les éléments s’écrivant sous
la forme [[j_,(py ' s152px)” sont donc tous distincts. Tl s’ensuit que 2"~! < |H|.
Le résultat découle des deux inégalités. O

Corollaire 5.9. H est isomorphe a Z5 .

DEMONSTRATION Il existe un homomorphisme surjectif de Zg‘*l sur H (en vertu
du corollaire 5.5). De plus, les deux groupes ont la méme cardinalité (en vertu du
corollaire 5.8). L’homomorphisme est donc bijectif. (]

Lemme 5.10. H est un sous-groupe distingué de W(D,, ).

DEMONSTRATION Soient a € W(D,,) et b € H. On veut montrer que aba™! € H. Il

suffit de le montrer pour les générateurs de W(D,,) et de H. Soit s; un générateur
de W(D,,). Alors,

S$281 =1
S$281 1=2
83828183 1 =3
s182 , 1 >4

(9) si(py 's152p2)s; " = sis1828; =

slsg(pglslsgpk) , @ =1 en utilisant (1)
8281(]);18182]?]9) , i =2 en utilisant (2)
—1 . e
_ _ : 3 < i < k en utilisant (3)
10 50 lg o sl — _pk S5182Pk =
(10) (P s12pe)s; Pl sisepe—1 , i=k
Pri1S152Pk41 , i =k+1
p]:18182pk , 1> k+2
On remarque que le résultat appartient & H dans chacun des cas. (Il
Lemme 5.11. G- H =W (D,).

DEMONSTRATION D’abord, G- H est un sous-groupe de W (ID,,), car H est distingué.
Aussi, s; € G pour 2 < i <n.Donc, s; =s;e € G-Hpour2<i<n,care € H. De
plus, s1 = $182982 = 35182 € G- H. Donc, {s; | 1 <i <n} C G-H. Par conséquent,
W(D,) CG-H,dou G-H=W(D,). O
Lemme 5.12. GN H = {¢}

DEMONSTRATION Soit o € G N H. Supposons que « # . Puisque o € H, on peut
écrire

n

H (g Ls1s0p)°*, B € {0,1}

ou les () sont non tous nuls. Posons m =min{l | §; = 1}.
12



(1) Sim =2, alors
n
ale;) = H (P;;13182Pk)6k (s152(e1))
k=3
n
= H (P;;18182pk)’8k(—€1)-
k=3
Donc, a(ey) € {—e1, —e2} (en vertu de I’équation (5)), ce qui implique que
«a modifie la premiere coordonnée de e;.
(2) Sim > 3, alors, en vertu de I’équation (5),
n
a(em) = H (p;15152pk)ﬁk (em>
k=m
= pp's152Pm(em)
= —eq —62—2(€3+64+...+6m,1)—6m.
Ainsi, o modifie la premiére coordonnée de e,,.

Autrement dit, dans les deux cas, il existe un s; non simplifiable dans le développement
de «, donc a ¢ G, ce qui est une contradiction. On conclut que a = e. ([

Théoréme 5.13. W(D,,) est isomorphe au produit semi-direct Z5~' x'S,,.

DEMONSTRATION Le lemme 5.11 nous dit que W(D,,) = G - H. De plus, le lemme
5.12 nous assure que l'intersection de G et de H est triviale. Finalement, le lemme
5.10 stipule que H est distingué dans W(D,,). En vertu d’une simple application
de la définition, on en déduit que W (ID,,) est le produit semi-direct de G et H. Le
théoréme découle des lemmes 5.1 et 5.9, qui montrent que G est isomorphe a S,, et
que H est isomorphe & Zg_l. O
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