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Cours de tikz
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AESS-UQAM en grève depuis 80 jours :
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Cours de tikz

\begin{tikzpicture}

\draw[draw=red, fill=red]

(0,0) -- (1,0) -- (1,1) -- (0,1) -- cycle;

\end{tikzpicture}
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[...] Durant leurs études, les intérêts mensuels à verser sur ces
prêts sont assumés par le gouvernement. Les données du
ministère de l’Éducation indiquent que de 1989 à 2008, 1,4
milliard de dollars ont ainsi été versés en intérêts seulement aux
institutions financières par le gouvernement du Québec. [...]

E. Grandbois, M. St-Onge, M. Lefrançois, Contre la hausse - À qui profite
la hausse ? Aux institutions financières, Le Devoir, 27 mars 2012.

Question

Qui fait l’investissement ?
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ministère de l’Éducation indiquent que de 1989 à 2008, 1,4
milliard de dollars ont ainsi été versés en intérêts seulement aux
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la hausse ? Aux institutions financières, Le Devoir, 27 mars 2012.

Question

Qui fait l’investissement ?
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Pavage

Soit un ensemble S = {P1,P2, . . . ,Pk} de polygones. Un pavage du plan
est une partition du plan R2 par des copies isométriques des polygones Pi .
On dit que S pave le plan.

Par exemple, l’ensemble S = { , , } pave le plan :
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Types de pavages

Un pavage périodique où les rotations sont permises :

Un pavage par translation :

Un pavage régulier :
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Problème du pavage

Étant donné un ensemble S de polygones,
existe-t-il un pavage du plan par S ?

Une façon de répondre est de trouver un pavage périodique du plan.
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Theorem (Berger, 1961)

Il existe un ensemble S qui pave le plan, mais pas de façon périodique.

Le premier exemple construit par Berger contenait |S | = 20426 tuiles.
En 1974, Penrose a fourni un exemple contenant deux polygones :

Corollaire (Berger, 1961)

Le Problème du pavage est indécidable.
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Polyomino

Le mot polyomino (Golomb, 1952) provient de domino. Alors qu’un
domino est fait de deux carrés, un polyomino est fait de plusieurs.

Monomino Domino
Triominos Tétrominos

Pentaminos I Y L N X W F V T U Z P

Donald Knuth (Dancing links, 2000) s’est intéressé au
pavage d’un espace par des polyominos ou de façon
plus générale au problème de couverture exacte. Cette
méthode permet aussi de résoudre un sudoku.

Sébastien Labbé (UQAM + U. Paris 7) Soutenance de thèse 4 mai 2012 10 / 69



Pavage par polyominos est indécidable

En associant un ensemble de polyominos à un ensemble de polygones,

,

Golomb obtient le résultat suivant :

Theorem (Golomb, 1970)

Le Problème du pavage par un ensemble de polyominos est aussi
indécidable.
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Pavage par translation d’un polyomino est décidable

Theorem (Wijshoff et van Leuveen, 1984)

Si un polyomino pave le plan par translation, alors il peut également le
faire de manière régulière.

=⇒

Donc, le problème du pavage où l’ensemble S contient un seul polyomino
est décidable.
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Beauquier-Nivat

Critère de Conway, 1980 : une condition suffisante pour qu’un polygone
pave le plan.

Theorem (Beauquier, Nivat, 1991)

Un polyomino pave le plan par translation si et seulement si son contour se
factorise en XY X̂ Ŷ ou XYZ X̂ Ŷ Ẑ .

X

Ŷ

X̂

Y

tuile carrée

X

Ŷ

X̂

Y

Ẑ

Z

tuile hexagonale
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Introduction
The tiling by translation problem

Generation of squares tiles
Double Squares

M.C. Escher
Escher Tilings
Discrete figures

Figure: Hexagonal tiling

Ariane Garon Words2009:Palindromes and local periodicity

Maurits Cornelis Escher (1898-1972). Pavage hexagonal. Pavage carré.
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Tuile carrée

Oeuvre récente de l’artiste Marc Dumont.
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Tuile hexagonale
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Complexité de l’algorithme

Theorem (Brlek, Fédou, Provençal, 2009)

Déterminer si un polyomino P est une tuile carrée est décidable en temps
linéaire (en la taille du périmètre).

Un motif répété UU est la concaténation de deux chemins identiques :

U

U

Theorem (Brlek, Fédou, Provençal, 2009)

Soit P un polyomino dont la taille du plus grand motif répété UU est
bornée par la racine carrée du périmètre. Déterminer si P est une tuile
hexagonale est décidable en temps linéaire (en la taille du périmètre).
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Nombre de pavages réguliers d’une tuile hexagone

Un rectangle 1× 6 pave le plan Z2 comme un hexagone en 5 façons et
comme un carré en une seule façon.
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Nombre de pavages réguliers d’une tuile carrée

Le pentamino X pave le plan Z2 comme un carré de deux façons :
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Nombre de pavages réguliers d’une tuile carrée

La tuile de Dumont possède un deuxième pavage carré.

Pourrait-il en contenir d’autres ?

Theorem (Blondin Massé, Brlek, L., 2011)

Un polyomino possède au plus deux factorisations carrées.

(Ceci avait été conjecturé par Brlek, Dulucq, Fédou, Provençal en 2007.)
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Une tuile possédant deux factorisations carrées est appelée double carrée.
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Invariance sous une rotation de 180 degrés

On remarque que la tuile double carrée de Dumont est invariante sous une
rotation de 180 degrés :

180o

=

mais pas la tuile double carrée suivante :

180o

6=
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Invariance sous une rotation de 180 degrés

Or, cette dernière est décomposable :

S
◦ P =

Le pentamino P est indécomposable :

◦ P = P ◦ = P

et invariant sous une rotation de 180 degrés.
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Invariance sous une rotation de 180 degrés

Theorem (Blondin Massé, Garon, L., 2011)

Soit P un polyomino. Si P est une tuile double carrée indécomposable,
alors elle est invariante sous une rotation de 180 degrés.

(Ceci avait été conjecturé par X. Provençal et L. Vuillon en 2008 dans le
PK-4214.)
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Complétez la suite

Complétez la suite :

1, 2, 3, 4, · · ·

Réponse : 5

1, 4, 9, 16, · · · Réponse : 25

, , ,· · · Réponse :
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Complétez la suite
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Complétez la suite
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L’outil derrière les preuves : la combinatoire des mots

Σ = Z4 = {0, 1, 2, 3}

1

0

2

3

0

103

032

3
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0

10

1

210

103

0

10

1

21

2

321
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w = 0103032303010121010301012123212101212323032321232303
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[w ] ≡ 0103032303010121010301012123212101212323032321232303
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103

0
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21

2

321

210
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21

2

32

3

032

321

2

32

3

03

[w ] ≡
0103032303010 1210103010121 2321210121232 3032321232303

X Y X̂ Ŷ
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Complexité en facteurs

0
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1
0

1
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0
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2

3
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1

2

3
2

3

0
3

n p(n) L(n)

0 1 {ε}
1 4 {0, 1, 2, 3}
2 8 {01, 03, 10, 12, 21, 23, 30, 32}
3 16 {030, 212, 301, 032, 103, · · · }
4 24 {1030, 2303, 0121, 1232, · · · }
5 32 {21010, 10303, 32123, · · · }

0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0 0

c1/
√
2 = 0010010001001000100 · · ·

n p(n) L(n)

0 1 {ε}
1 2 {0, 1}
2 3 {01, 10, 00}
3 4 {001, 000, 010, 100}
4 5 {1001, 1000, 0100, 0001, 0010}
5 6 {00010, 01001, 10010, 00100, · · · }
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Définition des mots sturmiens

0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0 0

c1/
√
2 = 0010010001001000100 · · ·

Définition

Un mot sturmien est un mot
infini possédant p(n) = n + 1
facteurs de longueur n.

Remarque. Le mot C = c0c1c2 · · ·
qui dépend de x , α ∈ R obtenu
par le codage

ci =

{
0 si x + iα ∈ [0, 1− α)

1 si x + iα ∈ [1− α, 1)

est un mot sturmien.
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Nombre de palindromes

w =

p

q

q̃ = q

Supposons que la première occurrence de deux palindromes distincts
p et q termine à la même position.

Alors q possède une autre occurence dans w ce qui est une
contradiction.

Theorem (Droubay, Justin and Pirillo, 2001)

Soit w un mot fini. Alors |Pal(w)| ≤ |w |+ 1.
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Palindromes dans un mot sturmien

Les palindromes dans un mot sturmien :

0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0

1

0

1

1 0

1 0 0

1

1 0 0

1 0

1

1

et dans le mot de Thue-Morse :
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Sébastien Labbé (UQAM + U. Paris 7) Soutenance de thèse 4 mai 2012 34 / 69
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Palindromes dans un mot sturmien

Les palindromes dans un mot sturmien :

0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0

1

1 0 0

1

0

1

1 0

1 0 0

1

1 0 0

1 0

1

1

et dans le mot de Thue-Morse :
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Palindromes dans un mot sturmien

Les palindromes dans un mot sturmien :

0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0

1

0 0

1 0 0

1 0 0

0

1

1 0

1 0 0

1

1 0 0

1 0

1

1

et dans le mot de Thue-Morse :
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Palindromes dans un mot sturmien

Les palindromes dans un mot sturmien :

0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0

1

0

1 0 0 0

1 0

0

1

1 0

1 0 0

1

1 0 0

1 0

1

1

et dans le mot de Thue-Morse :
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Palindromes dans un mot sturmien

Les palindromes dans un mot sturmien :

0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0

1

0

1

1 0

1 0 0

1

1 0 0

1 0

1

1

1

1

et dans le mot de Thue-Morse :
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Palindromes dans un mot sturmien

Les palindromes dans un mot sturmien :

0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0 0

1

0

1

1 0

1 0 0

1

1 0 0

1 0

1

1

1 0 0

1

et dans le mot de Thue-Morse :
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Sur la complexité palindromique

Theorem (Droubay, Justin, Pirillo, 2001)

Les mots sturmiens w atteignent la borne supérieure, i.e.
|Pal(w)| = |w |+ 1.

Definition (Brlek, Hamel, Nivat, Reutenauer, 2004)

Un mot w est dit plein si |Pal(w)| = |w |+ 1.

Depuis 2008, certains auteurs utilisent le mot riche plutôt que plein. Je
prèfère utiliser le mot plein, car ce mot évoque qu’une limite est atteinte.
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Résultats

Le codage de rotations de paramètres (x , α, β) est le mot C = c0c1c2 · · ·
tel que

ci =

{
0 if x + iα ∈ [0, β)

1 if x + iα ∈ [β, 1)

Theorem (Blondin Massé, Brlek, L., Vuillon, 2009)

Les codages de rotations sur deux intervalles de paramètres (x , α, β) sont
pleins.

Note : si β = 1− α, alors C est un mot sturmien, donc ce théorème est
une généralisation de ce qui était connu.
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Plan

1 Structure des pavages par un polyomino

2 Complexité palindromique

3 Droites discrètes 3D
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Billard dans un cube

Source de l’image :

J. -P. Borel, Com-

plexity of Degenera-

ted Three Dimensio-

nal Billiard Words, De-

velopments in Lan-

guage Theory 4036

(2006) 386-396.

Theorem (Arnoux, Mauduit, Shiokawa, Tamura, 1994)

Si la direction initiale est totalement irrationnelle, le nombre de facteurs
distincts apparaissant dans le mot de billard dans un cube est exactement
p(n) = n2 + n + 1.
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Droite de Reveillès et modèle standard de E. Andres

Étant donné le vecteur directeur (5, 3, 2), on a :

Reveillès (1995) :
26-connexe

(0, 0, 0)
(1, 1, 0)

(2, 1, 1)
(3, 2, 1)

(4, 2, 2)
(5, 3, 2)

−5/2 ≤ 2x− 5z < 5/2
−5/2 ≤ 3x− 5y < 5/2

Reveillès (1995) :
6-connexe

−7/2 ≤ 2x− 5z < 7/2
−8/2 ≤ 3x− 5y < 8/2

Andres (2003) :
6-connexe et minimale

−7/2 ≤ 2x− 5z < 7/2
−8/2 ≤ 3x− 5y < 8/2
−5/2 ≤ 2y − 3z < 5/2
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La droite d’Andres correspond à un mot de billard

−2x
+ 5 y

= −7
/2

−2x
+ 5 y

= 7/2

(0, 0)

(x, y)
⇐
⇒

−7/2 < −2x+ 5 y ≤ 7/2 ⇐⇒

−2x
+ 5 y

= 0

(0, 0)

(x− 1
2 , y +

1
2 )

(x+ 1
2 , y − 1

2 )

⇐
⇒

−2(x+ 1
2 ) + 5(y − 1

2 ) ≤ 0 < −2(x− 1
2 ) + 5(y + 1

2 )

−2x+ 5y − 7
2 ≤ 0 < −2x+ 5y + 7

2

Donc, le mot associé à la droite d’Andres est un mot de billard dans un
cube et sa complexité en facteurs est quadratique.
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Dynamique de la droite discrète 2D

−2 x + 5 y = 0

−2 x + 5 y = 7

I =

Le chemin discret en bleu est le codage d’une rotation.
L’interval I est le domaine fondamental d’un système dynamique.

Peut-on obtenir un tel système dynamique pour les droites discrètes 3D ?

Sébastien Labbé (UQAM + U. Paris 7) Soutenance de thèse 4 mai 2012 44 / 69
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Sébastien Labbé (UQAM + U. Paris 7) Soutenance de thèse 4 mai 2012 44 / 69
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Dynamique de la droite discrète 2D
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L’exemple Tribonacci, Rauzy (1982)

Let σ be the substitution 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1.
Iterating σ on the letter 1 yields increasing prefixes :

σ1(1) = 12

σ2(1) = 1213

σ3(1) = 1213121

σ4(1) = 1213121121312

σ5(1) = 121312112131212131211213
...

...

σ∞(1) = 1213121121312121312112131213121121312121...

σ∞(1) is the fixed point of σ and Mσ =




1 1 1
1 0 0
0 1 0


 is its incidence

matrix.
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L’exemple Tribonacci, Rauzy (1982)

σ = 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1

σ∞(1) = 12131211213121213121 · · ·

x

y

z

Eigenvector of Mσ
: ~v

= (1.
000, 0

.5437, 0
.2956)

(0, 0, 0)

(10, 6, 3)

(2,−1,−1)

(3,−2,−1)

Or, cette droite possède exactement 2n + 1 facteurs de lon-
gueur n.

Peut-on obtenir la même chose pour toute direction 3D et comment ?
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Sébastien Labbé (UQAM + U. Paris 7) Soutenance de thèse 4 mai 2012 46 / 69
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Or, cette droite possède exactement 2n + 1 facteurs de lon-
gueur n.

Peut-on obtenir la même chose pour toute direction 3D et comment ?
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L’exemple Tribonacci, Rauzy (1982)

σ = 1 7→ 12, 2 7→ 13, 3 7→ 1

σ∞(1) = 12131211213121213121 · · ·

x

y

z

Eigenvector of Mσ
: ~v

= (1.
000, 0

.5437, 0
.2956)

(0, 0, 0)

(10, 6, 3)

(2,−1,−1)

(3,−2,−1)
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Or, cette droite possède exactement 2n + 1 facteurs de lon-
gueur n.

Peut-on obtenir la même chose pour toute direction 3D et comment ?
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2D : l’algorithme d’Euclide sur (11, 4)

11 = 2 · 4 + 3
4 = 1 · 3 + 1
3 = 3 · 1 + 0

4
11 = 0 + 1

2 +
1

1 +
1

3

w = aaabaaabaaabaab

(0, 0)

(11, 4)

a

b

(11, 4) (3, 4) (3, 1) (0, 1)

w = w0 w1 w2 w3 = b

(
1 1
0 1

)2 (
1 0
1 1

) (
1 1
0 1

)3

a 7→ a
b 7→ aab

a 7→ ab
b 7→ b

a 7→ a
b 7→ aaab
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Sébastien Labbé (UQAM + U. Paris 7) Soutenance de thèse 4 mai 2012 47 / 69



3D : l’algorithme d’Euclide généralisé sur (7, 4, 6)

(7, 4, 6) (1, 4, 6) (1, 4, 2) (1, 0, 2) (1, 0, 0)

w0 w1 w2 w3 w4

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

  1 0 0
0 1 0
0 1 1

  1 0 0
0 1 2
0 0 1

  1 0 0
0 1 0
2 0 1


1 7→ 1
2 7→ 2
3 7→ 13

1 7→ 1
2 7→ 23
3 7→ 3

1 7→ 1
2 7→ 2
3 7→ 223

1 7→ 133
2 7→ 2
3 7→ 3

w = w0 = 12132131321321313

1

2

3
(0, 0, 0)

(7, 4, 6)

x

y

z

Its (Hausdorff) distance to the euclidean line is 1.3680.
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Algorithmes de fractions continues généralisées

Algorithme de Brun : soustraire la valeur médiane de la plus grande :

(7, 4, 6)→ (1, 4, 6)→ (1, 4, 2)→ (1, 2, 2)→ (1, 0, 2)→ (1, 0, 1)→ (0, 0, 1).

Algorithme de Selmer : soustraire la plus petite de la plus grande :

(7, 4, 6)→ (3, 4, 6)→ (3, 4, 3)→ (3, 1, 3)→ (2, 1, 3)→ (2, 1, 2)→ (1, 1, 2)
→ (1, 1, 1)→ (0, 1, 1)→ (0, 0, 1)

Algorithme de Poincaré : soustraire la plus petite valeur de la médiane et
soustraire la valeur médiane de la plus grande :

(7, 4, 6)→ (1, 4, 2)→ (1, 2, 1)→ (1, 1, 0)→ (1, 0, 0)

Algorithme de Arnoux-Rauzy : soustraire les deux plus petites valeurs de la
plus grande :

(7, 4, 6)→ Impossible

Algorithme Fully subtractive : soustraire la plus petite valeur des deux
autres :

(7, 4, 6)→ (3, 4, 2)→ (1, 2, 2)→ (1, 1, 1)→ (1, 0, 0)
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Discrépance

Définition

Soit C un chemin discret définissant une suite (Pk)0≤k<n de points
Pk = (xk , yk , zk) de Z3 telle que P0 = (0, 0, 0) et Pn−1 = (a, b, c). On
définit la discrépance du chemin comme la valeur

max
0≤k<n

{∣∣∣∣
a

a + b + c
k − xk

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

b

a + b + c
k − yk

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

c

a + b + c
k − zk

∣∣∣∣
}
.
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 20 pour l’algorithme Poincaré.

min 0.6000

moy. 1.484

max 3.000

E.T. 0.6137

(18, 1, 1) (1, 18, 1)

(1, 1, 18)

1

1.5

2

2.5

3

Sébastien Labbé (UQAM + U. Paris 7) Soutenance de thèse 4 mai 2012 51 / 69



Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme Poincaré.

min 0.6000

moy. 2.527

max 11.13

E.T. 2.261

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

2

4

6

8

10
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme Brun.

min 0.5000

moy. 1.114

max 2.000

E.T. 0.2664

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

0.5

1

1.5

2
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme Selmer.

min 0.5000

moy. 2.184

max 12.75

E.T. 2.070

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

2

4

6

8

10

12
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme Fully subtractive.

min 0.6000

moy. 5.982

max 13.92

E.T. 4.388

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

2

4

6

8

10

12
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme Arnoux-Rauzy.

min 0.6000

moy. 0.9055

max 1.200

E.T. 0.1006

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

0.6

0.8

1

1.2
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3D Continued fraction algorithms : fusions

Arnoux-Rauzy and Selmer Do Arnoux-Rauzy if possible, otherwise Selmer.

Arnoux-Rauzy and Fully Do Arnoux-Rauzy if possible, otherwise Fully
subtractive.

Arnoux-Rauzy and Brun Do Arnoux-Rauzy if possible, otherwise Brun.

Arnoux-Rauzy and Poincaré Do Arnoux-Rauzy if possible, otherwise
Poincaré.
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme
Arnoux-Rauzy-Selmer.

min 0.6000

moy. 0.9678

max 1.450

E.T. 0.1438

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

0.6

0.8

1

1.2

1.4
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme Arnoux-Rauzy-Brun.

min 0.6000

moy. 0.9132

max 1.400

E.T. 0.1143

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

0.6

0.8

1

1.2

1.4
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme Arnoux-Rauzy-Fully
subtractive.

min 0.6000

moy. 1.095

max 2.800

E.T. 0.3105

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

1

1.5

2

2.5
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Discrépance pour les triplets d’entiers strictement positifs (a1, a2, a3) tels
que a1 + a2 + a3 = N et N = 100 pour l’algorithme
Arnoux-Rauzy-Poincaré.

min 0.6000

moy. 0.8941

max 1.200

E.T. 0.09733

(98, 1, 1) (1, 98, 1)

(1, 1, 98)

0.6

0.8

1

1.2
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Problèmes ouverts (pavages)

Some problems are left open :

Find an algorithm that decides whether a polyomino is prime.

If αα appears in the boundary word of a double square tile D, where
α ∈ {0, 1, 2, 3}, then D is not prime.

Prove that if S ◦ P is a square tile, then so is P.

Describe the distribution and the proportion of prime square tiles of
half-perimeter n as n goes to infinity.

Show that shrinki and swapi are sufficient to reduce a double
square tile : no need to use the more complicated l-shrinki and
r-shrinki defined for limit cases.

Extend the results to 8-connected polyominoes.

Extend the results to continuous paths and tiles.
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Quatre classes de complexité palindromique

100 200 300 400 500 600
Length of prefix

100

200

300

400

500

600

Number of palindrome factors

Upper bound

Fibonacci word

Thue-Morse word

Fixed point of a abb,b ba

Some periodic word
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The Thue-Morse word palindrome complexity class

The 12381 primitive morphisms ϕ on {a, b}∗ prolongable on a such that
|ϕ(ab)| ≤ 11 group as follows :

|Pal(w)| D(w) First 12381 primitive morphisms

∞ 0 2649 (21%)
∞ 0 < D(w) <∞ 0
∞ ∞ 58 (0.5%)

finite ∞ 9674 (78%)

Conjecture (Blondin Massé, Brlek, Garon, L., 2008)

Soit w un point fixe w = ϕ(w) d’une substitution primitive ϕ. Si le défaut
est tel que 0 < D(w) <∞, alors w est périodique.

Can we characterize the Thue-Morse word palindrome complexity class ?

Sébastien Labbé (UQAM + U. Paris 7) Soutenance de thèse 4 mai 2012 64 / 69
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Open problems (palindrome complexity)

Below are the primitive morphisms ϕ on {a, b}∗ prolongable on a such
that |ϕ(ab)| ≤ 10 that generates a fixed point in the Thue-Morse
palindrome complexity class :

a 7→ ab, b 7→ ba a 7→ aababa, b 7→ abb a 7→ aabbabba, b 7→ ab
a 7→ aabbaa, b 7→ bab a 7→ abbabbaa, b 7→ ba
a 7→ ababaa, b 7→ bba a 7→ aabbbaa, b 7→ bab

a 7→ abbaab, b 7→ ba a 7→ abbabb, b 7→ bba a 7→ aababa, b 7→ abbb
a 7→ aabb, b 7→ bbaa a 7→ abbba, b 7→ baab a 7→ ababaa, b 7→ bbba
a 7→ abab, b 7→ baba a 7→ abba, b 7→ baaab a 7→ abbbba, b 7→ baab
a 7→ abba, b 7→ baab a 7→ aab, b 7→ baabaa a 7→ abbba, b 7→ baaab
a 7→ ab, b 7→ baabba a 7→ aab, b 7→ bababb a 7→ aaab, b 7→ bababb

a 7→ aba, b 7→ bbaabb a 7→ abba, b 7→ baaaab
a 7→ abb, b 7→ aababa a 7→ abbb, b 7→ aababa

a 7→ aba, b 7→ bbaaabb
a 7→ ab, b 7→ aabbabba
a 7→ ab, b 7→ baabaabb
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Travaux en cours (droite discrète 3D)

Transformer cette conjecture en théorème :

Conjecture

Soit w un mot fini engendré par un nombre fini de substitutions en suivant
l’algorithme d’Arnoux-Rauzy-Poincaré. Alors, la complexité en facteurs
du mot w est bornée par 3n.

Étudier la valeur d’équilibre des mots engendrés par l’algorithme
Arnoux-Rauzy-Poincaré.
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Travaux futurs (droites discrètes 3D)

Question

En considérant l’algorithme d’Arnoux-Rauzy-Poincaré sur un vecteur
u ∈ R3, peut-on démontrer que les vecteurs colonnes de la matrice produit
M1M2 · · ·MN tendent tous vers le vecteur u ?

Question

Est-ce que l’algorithme renormalisé TARP : ∆2 → ∆2 est ergodique ?

Question

Calculer, si elle existe, la mesure invariante associée à l’algorithme
renormalisé TARP : ∆2 → ∆2.
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Fin
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